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Stoff-Verteilung zur Integration

Zu Logarithmusfunktionen gehéren diese Texte: 46041 / 48015

-~
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Wichtiges Verwort

Die Integration von Logarithmusfunktionen gehdrt miv 20 Schwersten in der Integralrechnung.
Die Funktionsterme sind oftmals so kompliziert, 4axs man sie erst so umformen muss, dass eine
Funktion entsteht, deren Stammfunktion man bud<n kann. Bei diesen Umformungen kommen neben

den Logarithmengesetzen die Methodea de..Substitution und der partiellen Integration zum Einsatz.

Daher verschwinden diese Integrale necerdings immer mehr aus dem Unterricht und aus der
Abiturprifung. Der Einzug der leistunasfahigen Rechner (CAS-Rechner und Grafikrechner)

berechnen diese Integrale miihelcs und schaffen so Platz in der Prifung fir Denkaufgaben.

Man beachte jedoch{daas die meisten Hochschulen die Fahigkeit von den Studenten

verlangen, dass sie di£se Aufgaben ohne Verwendung dieser Hilfsmittel I6sen kdnnen!

Wer sich also hier 2aschaftigen will, kdnnte auf Schwierigkeiten stoen. Ich habe die Loésungen zwar
ausfiuhrlich aenalten, aber dennoch sind sie oft schwer zu verstehen, wenn man nicht Routine dabei

hat. Z:rviv'es/ greift hier ineinander.

Man aci‘e auch darauf, dass In x eigentlich In(x) heift. Denn Inx -4 ist namlich In(x)—4 und
nicht In(x-4).
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1. Eine Stammfunktion zu f(x) =In x

Da die Berechnung der Stammfunktion von f(x) = In x nur mit einer sehr anspruchsvollen Methode zu
erreichen ist, gehen wir den umgekehrten Weg:

Man kann durch Ableiten schnell beweisen, dass gilt

F(x) =xInx—x+ C ist eine Stammfunktion von f(x) = In92

denn: F'(x):1~ln x+x-l—1=In X+1-1=Inx
X

Daher merken wir uns als weiteres Grundintegral das unbesi.mmte Integral:

i
jlnxdx=x-lnx-x+(:l

bzw. das bestimmte Integral:

b

b
.[In x dx ‘-[x-ln x-x]al
a

In Abschnitt 5 werden v = aioze Formel durch partielle Integration herleiten.
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2 Integration mit einfacher Substitution
oder mit der Kettenregel

(1a) jln(Z—x) dx

Losung mit der Kettenregel-Umkehrung:

Ausgehend von der Grundregel Iln X dx =Xx-In x-Xx+ C und der Erkenntnis, duzas wél

vorliegender Funktion eine Verkettung vorliegt, geht man so vor:

2-x)-In(2-x)—(2-x)

iln(z—x)dx{( —~ } =-[1In(1)-1]+[3-In(3)-31=3:In(3) -2

Es wurde also zusatzlich durch die innere Ableitung (-1) dividiert.

Losung mit Substitution

Wir ersetzen (2-x) durch eine neue Variable, wodurch die z:n. | itegrieren einfachere Funktion
In u entsteht. Dazu muss alles auf die neue Variable umyereciinet werden:

Substitution: u=2-x, dannwird ae=-dx, also dx =-du

Umrechnung der Grenzen: ,=-1=u=0-1-1=3, x,=1= u,=2-1=1.

1
=—[Inudu=[unu-uf} =[3-N3-3]-[1-1:4:1]=3In3-2=In27-2~130
3

Erklarung: Durch Vertauschung der Gieszen andert sich das Vorzeichen, so dass das
Minuszeichen wieder verschwindet! WeiteristiIn1=0 und 3In3=1In3°=1n 27.

(1b) ]2 In(x +4)dx
-3

Losung mit der Kettenrac =I-l imkehrung:

Weil hier die innere (Abeitung 1 ist, reicht die Anwendung des Grundintegrals:

Tln(x+4)dx = [(x \ 4)~In(x+4)—(x+4)]

-3

9
3

[13:In(13)-13]—[1-In(1)-1] =13:In(13) -12

Lésung mit Substitution

Substtution: u=x+4 = du=1.dx=dx
X,=-3 > u,=1und x,=9 = u,=13
13
= [inudu=[u-Inu-ul;® =[13-I13 ~13] - [1-In1-1] = 13-In13 12 ~ 21,34
1
dennin1=0.
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(2)

)

]
J‘(x—Z'In(x+3))dx Zerlegung in zwei Integrale: Jlxdx—2.1fln(x+3) dx
) o) )

Losung ohne Substitution:

:i;x dx—2j2|n(x+3) dx:[%szZ —2[(x+3)-In(x+3)—(x+3)]1_2
=3-2-2.[4In(4)-4]+2[1:In(1)-1] =—2-8:In(4) +8-2=-8-In(4) = 3

Losung mit Substitution: u=x+3, du=dx also dx =du.

Grenzen: x=-2 — u=1 x=1 > u=5%

1 4 1
= [xax-2finudu =[] -2[u-nu-ulf =1-2-2(4In4-4)+2(C1]
-2 1 -

_1_9o9_8. _2-9_g.
=3 2-8:In4+8 2—2 8:In4

2
_[2~In(%x+1)dx
0

Losung ohne Substitution:

Die innere Ableitung ist . Durch sie muss man iii*“=-undintegral teilen:

2.2[In(%x+1)dx = 2{(;)(”)"”(;):”)_(;)( 1—}4 = 4[(%x+1)-In(%x+1)—(%x+1)]z

0 1

2 o

=4:(2:In(2)-2)-4-[1-In(1)«1=6-In(2) -4

Lésung mit Substitution: us2i+1 = du= %dx = 2dx=4du

Genzen: x=0 > u=1 x=2 > u=2
2
=4J‘Inudu=4[u-lnu—L’|;'- 4[2In2—2]—4[0—1]=8|n2—4z1,55
1
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3 Integration mit erweiterter Substitution

Wenn das Argument der In-Funktion nicht linear ist, kann man nicht wie im Abschnitt 2 vorgehen.

Eine Division durch die innere Ableitung wird hier falsch.

5
(4) IX : In(X2 —4)dX Substitution: u=x?-4 dh. du=2x-dx also xdx = Zdu
3

N
-

Linudx=1[u-lnu-ul?' =1[21-In21-21]-1[5-In 5-5]

N|= O —y
—

(21:In21-5:In5-16) ~ 19,94

Fiir die Anwendung dieser Substitution gibt es ein Merkmal:

Vor dem Logarithmus steht ein Vielfaches der Ableitung des Arguments (x*- 4)
als Faktor. Daher gelingt es, den Faktor x zusammen mit dx.inw.du verschwinden zu
lassen. Man nennt dies auch ein ,Schlupfintegral®.

Usw.





